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Chaque étudiant rend une copie même s’il n’est pas interdit de chercher les exercices en groupe.
Travail demandé à rendre le 11/10/2024

Problème I - Analyse de Fourier et échantillonnage d’un signal électronique
Ce sujet est extrait du concours CCMP PSI 2022.

Dans cette partie, on note x(t) = cos(2πf0t) un signal sinusoïdal de fréquence f0 que l’on cherche à
numériser. Nous étudierons plus particulièrement l’une des étapes de la numérisation, appelée l’échantillon-
nage, qui consiste à prélever un ensemble de valeurs prises à des instants discrets.

I.1. On s’intéresse tout d’abord à l’opération consistant à multiplier le signal x(t) par la fonction
p(t) = cos(2πf1t), de fréquence f1 > f0. Représenter sur un même diagramme les spectres respectifs des
signaux x(t) et xe(t) = x(t)× p(t).

On cherche maintenant à échantillonner le signal x(t). Pour cela, on introduit la fonction périodique
w(t) représentée sur la figure 1 ci-dessous. On considère que T � Te, ainsi le signal xe(t) = x(t)×w(t) n’est
différent de zéro que sur des intervalles de temps très courts assimilables à des instants discrets tk = kTe
pour k ∈ Z. Pour chacun de ces instants, on a xe(tk) = x(tk). On dit que xe(t) constitue un échantillonnage
du signal x(t) et on appelle fréquence d’échantillonnage la grandeur fe = 1/Te.Physique I, année 2022 — filière PSI

Figure 1 – Signal d’échantillonnage.

o – 3. Du fait de sa périodicité, le signal w(t) est décomposable en série de Fourier, de la forme

w(t) = a0 +
+1X

k=1

ak cos(2⇡kfet) .

Représenter, par analogie avec la question 1, le spectre du signal xe(t) = x(t)⇥w(t) pour

fe = 4f0 puis fe =
4

3
f0 (on se limitera aux valeurs de k telles que 0  k  2). Montrer

que, dans l’un des cas, les motifs fréquentiels se chevauchent (on parle de repliement de
spectre). En considérant seulement la fenêtre fréquentielle [0,fe], indiquer autour de quelle
fréquence a lieu le repliement.

o – 4. En s’inspirant des questions 2 et 3, proposer une relation entre fe et f0 permettant
d’assurer un bon échantillonnage du signal x(t). Cette relation est appelée « critère de
Shannon-Nyquist ».

o – 5. On considère dorénavant un signal temporel X(t) dont le spectre en fréquence X(f),
représenté sur la figure 2, fait apparaître une fréquence maximale fmax. Que devient le
critère de Shannon-Nyquist dans cette situation ? Représenter le spectre du signal échan-
tillonné selon que ce critère soit ou non vérifié. Pour un signal sonore audible, proposer
des valeurs raisonnables de fmax et fe.

Figure 2 – Le spectre du signal X est borné en fréquence.

o – 6. Sur l’exemple de la question précédente montrer que, lorsque le critère de Shannon-
Nyquist est vérifié, un filtrage approprié permet de retrouver le signal analogique de
départ. On donnera les caractéristiques du filtre à utiliser.

o – 7. La durée d’enregistrement d’un CD audio est de �t = 75 min. L’échantillonnage se fait
à une fréquence fe = 44,1 kHz et avec résolution de 16 bits. De plus, l’enregistrement est
fait sur deux voies séparées en stéréo. Déterminer la taille minimale du fichier musical.
On donnera le résultat en mégaoctets (Mo), un octet correspondant à 8 bits.
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Fig. 1 – Signal d’échantillonnage

I.2. Représenter le signal xe(t) pour fe = 4f0, fe = 2f0 et fe = 4f0/3. Montrer qualitativement que,
dans l’un des cas, le signal échantillonné n’est pas représentatif du signal analogique de départ.

I.3. Du fait de sa périodicité, le signal w(t) est décomposable en série de Fourier, de la forme

w(t) = a0 +
+∞∑
k=1

ak cos(2πkfet) .

Représenter, par analogie avec la question 1, le spectre du signal xe(t) = x(t) × w(t) pour fe = 4f0 puis
fe = 4f0/3 (on se limitera aux valeurs de k telles que 0 ≤ k ≤ 2). Montrer que, dans l’un des cas, les
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motifs fréquentiels se chevauchent (on parle de repliement de spectre). En considérant seulement la fenêtre
fréquentielle [0, fe], indiquer autour de quelle fréquence a lieu le repliement.

I.4. En s’inspirant des questions 2 et 3, proposer une relation entre fe et f0 permettant d’assurer un
bon échantillonnage du signal x(t). Cette relation est appelée « critère de Shannon-Nyquist ».

I.5. On considère dorénavant un signal temporel X(t) dont le spectre en fréquence X(f), représenté
sur la figure 2, fait apparaître une fréquence maximale fmax. Que devient le critère de Shannon-Nyquist
dans cette situation ? Représenter le spectre du signal échantillonné selon que ce critère soit ou non vérifié.
Pour un signal sonore audible, proposer des valeurs raisonnables de fmax et fe.

Physique I, année 2022 — filière PSI

Figure 1 – Signal d’échantillonnage.

o – 3. Du fait de sa périodicité, le signal w(t) est décomposable en série de Fourier, de la forme

w(t) = a0 +
+1X

k=1

ak cos(2⇡kfet) .

Représenter, par analogie avec la question 1, le spectre du signal xe(t) = x(t)⇥w(t) pour

fe = 4f0 puis fe =
4

3
f0 (on se limitera aux valeurs de k telles que 0  k  2). Montrer

que, dans l’un des cas, les motifs fréquentiels se chevauchent (on parle de repliement de
spectre). En considérant seulement la fenêtre fréquentielle [0,fe], indiquer autour de quelle
fréquence a lieu le repliement.

o – 4. En s’inspirant des questions 2 et 3, proposer une relation entre fe et f0 permettant
d’assurer un bon échantillonnage du signal x(t). Cette relation est appelée « critère de
Shannon-Nyquist ».

o – 5. On considère dorénavant un signal temporel X(t) dont le spectre en fréquence X(f),
représenté sur la figure 2, fait apparaître une fréquence maximale fmax. Que devient le
critère de Shannon-Nyquist dans cette situation ? Représenter le spectre du signal échan-
tillonné selon que ce critère soit ou non vérifié. Pour un signal sonore audible, proposer
des valeurs raisonnables de fmax et fe.

Figure 2 – Le spectre du signal X est borné en fréquence.

o – 6. Sur l’exemple de la question précédente montrer que, lorsque le critère de Shannon-
Nyquist est vérifié, un filtrage approprié permet de retrouver le signal analogique de
départ. On donnera les caractéristiques du filtre à utiliser.

o – 7. La durée d’enregistrement d’un CD audio est de �t = 75 min. L’échantillonnage se fait
à une fréquence fe = 44,1 kHz et avec résolution de 16 bits. De plus, l’enregistrement est
fait sur deux voies séparées en stéréo. Déterminer la taille minimale du fichier musical.
On donnera le résultat en mégaoctets (Mo), un octet correspondant à 8 bits.
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Fig. 2 – Le spectre du signal X est borné en fréquence.

I.6. Sur l’exemple de la question précédente montrer que, lorsque le critère de Shannon-Nyquist est
vérifié, un filtrage approprié permet de retrouver le signal analogique de départ. On donnera les caracté-
ristiques du filtre à utiliser.

I.7. La durée d’enregistrement d’un CD audio est de t = 75 min. L’échantillonnage se fait à une
fréquence fe = 44.1 kHz et avec résolution de 16 bits. De plus, l’enregistrement est fait sur deux voies
séparées en stéréo. Déterminer la taille minimale du fichier musical. On donnera le résultat en mégaoctets
(Mo), un octet correspondant à 8 bits.
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Problème II - Les besoins en eau du pin maritime (ou pin des Landes)
Ce sujet est extrait de l’épreuve de physique CCINP MPI 2024.

2/18

Bienvenue dans les Landes !
Sa forêt, ses traditions, ses golfs, ses plages

Photo 1 - Vue aérienne de la "Côte d'Argent", visible sur le site officiel du Comité Départemental
du Tourisme des Landes : www.tourismelandes.com

On propose dans ce sujet une petite excursion scientifique en pays landais.

L'épreuve comporte six parties indépendantes de thématiques différentes, listées ci-après :

Partie I : les besoins en eau du pin maritime (analogies avec la conduction dans un milieu
ohmique).

Partie II : la tradition du gemmage et la distillation de la résine de pin (thermodynamique des
changements d'état).

Partie III : la marche sur échasses du berger landais (mécanique du solide).

Partie IV : la préparation du pastis landais (chimie des solutions).

Partie V : l’arrosage automatique d’un green de golf dans les Landes (électronique logique).

Partie VI : le bronzage sur les plages landaises et la protection solaire (oxydoréduction).

Données :

Elément chimique H C O Na P S I

Masse molaire 
(g·mol-1) 1 12 16 23 31 32 127

Constante molaire des gaz parfaits : 1 18,31 J K molR − −= ⋅ ⋅ ;
Température en kelvins : ( ) ( )K C 273T θ= ° + .
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Partie I - Les besoins en eau du pin maritime (ou pin des Landes) 

La forêt des Landes de Gascogne est un massif forestier du Sud-Ouest de la France situé en 
Nouvelle-Aquitaine (figure 1). Bordée à l’Ouest par l'océan Atlantique (la Côte d'Argent), elle 
forme un vaste triangle d’une superficie de plus d’un million d’hectares, qui s’étend sur trois 
départements (la Gironde, les Landes et le Lot-et-Garonne).  

Figure 1 - Position géographique des Landes de Gascogne et de sa forêt 
(www.centrecultureldupaysdorthe.com) 

Cette forêt a été plantée au XIXe siècle sous l’impulsion de Napoléon III, dans le but de lutter 
contre l’avancée des dunes menaçant les villages, d’assécher les marais nombreux dans le 
territoire et de développer une ressource de matières premières (bois d'œuvre, poteaux 
télégraphiques, pâte à papier, solvants pour l'industrie chimique...). De nos jours, elle constitue 
aussi un atout considérable pour le tourisme vert. Hélas, plus de 32 000 hectares de ce précieux 
massif forestier ont été détruits au cours des gigantesques incendies de l’été 2022. 

Mouvements d'eau dans un végétal, potentiel hydrique et analogie électrocinétique 

Les végétaux terrestres prélèvent dans le sol l’eau et leurs nutriments qui sont des sels minéraux. 
Le liquide obtenu constitue la sève brute circulant dans la plante. Pour décrire cette circulation 
d'eau, les botanistes utilisent le potentiel hydrique, noté \ . C'est une grandeur homogène à une 
pression, qui caractérise les états de liaison de l’eau dans les différents milieux et tissus cellulaires 
constituant le Continuum Sol-Plante-Atmosphère (CSPA). Ce dernier comprend (figure 2) : 

− le sol,
− le xylème des racines, du tronc et des branches (ensemble des tissus cellulaires organisés

en canaux de circulation de la sève brute),
− les stomates des feuilles (cellules de l’épiderme des feuilles régulant l’évapotranspiration),
− l’air de l'atmosphère au contact des feuilles.

Pour de l'eau liquide pure sous ° =1 barP  (état de référence), le potentiel hydrique \  est nul par 
convention. Il est négatif dans le CSPA (figure 2) car l’eau y est en interaction avec les tissus 
cellulaires. L’évapotranspiration au niveau des feuilles, provoquée par le rayonnement solaire, crée 
un appel d’eau vers l’atmosphère. Des gradients de potentiel hydrique apparaissent alors le long 
du CSPA, accompagnés de flux d'eau dans le sens des potentiels hydriques décroissants. Ces 

flux sont régis par la loi de Darcy : M
e

Kj grad
g

= − \
U


 où Mj


 désigne le vecteur densité volumique 

de courant de masse en eau, K  la perméabilité hydraulique du milieu, Ue  la masse volumique de 
l'eau et g  l'accélération de la pesanteur. Cette circulation de masse d’eau dans le CSPA présente 
donc des analogies avec la circulation de charges électriques dans un milieu conducteur ohmique. 
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Figure 2 - Potentiel hydrique le long du CSPA 
(www.encyclopedie-environnement.org/vivant/quete-de-eau-par-les-plantes) 

Q1. a) Rappeler la loi d'Ohm locale dans un milieu ohmique (on l'écrira à l'aide du potentiel 
électrique V). À quelles grandeurs électriques sont analogues respectivement \  et Mj


 ? 

Définir et exprimer, en fonction des données, la conductivité hydraulique J , analogue de 
la conductivité électrique.   

b) Dans ce modèle, la masse d’eau traversant une surface (S) par unité de temps, ou débit
massique à travers (S), est .M= ³³

(S)

 
D j dS . De quelle grandeur électrique le débit 

massique D  est-il l’analogue ? 

Q2. a) Définir la résistance hydraulique RH d’un tube de courant d’eau de débit massique D, 
d’extrémités A et B, soumis à une différence de potentiel hydrique \ − \ !A B 0 .  

b) Dans quelle unité faisant intervenir uniquement le mètre et la seconde, s'exprime la
résistance hydraulique ?

Le système racinaire du pin est modélisé comme un faisceau de N racines cylindriques rectilignes 
de conductivité hydraulique rJ , de section rs  et de longueur rl , interconnectées au point O à la 
base du tronc (figure 3) et soumises à la même différence de potentiel hydrique \ − \ !S 0O , 
avec \S  le potentiel hydrique au niveau des extrémités des racines au contact avec le sol. 
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Figure 2 - Potentiel hydrique le long du CSPA
(www.encyclopedie-environnement.org/vivant/quete-de-eau-par-les-plantes)

Q1. a) Rappeler la loi d'Ohm locale dans un milieu ohmique (on l'écrira à l'aide du potentiel
électrique V). À quelles grandeurs électriques sont analogues respectivement \ et Mj


?

Définir et exprimer, en fonction des données, la conductivité hydraulique J , analogue de
la conductivité électrique.

b) Dans ce modèle, la masse d’eau traversant une surface (S) par unité de temps, ou débit
massique à travers (S), est .M= ³³

(S)

 
D j dS . De quelle grandeur électrique le débit

massique D est-il l’analogue ?

Q2. a) Définir la résistance hydraulique RH d’un tube de courant d’eau de débit massique D, 
d’extrémités A et B, soumis à une différence de potentiel hydrique \ − \ !A B 0 .  

b) Dans quelle unité faisant intervenir uniquement le mètre et la seconde, s'exprime la
résistance hydraulique ?

Le système racinaire du pin est modélisé comme un faisceau de N racines cylindriques rectilignes
de conductivité hydraulique rJ , de section rs et de longueur rl , interconnectées au point O à la
base du tronc (figure 3) et soumises à la même différence de potentiel hydrique \ − \ !S 0O , 
avec \S le potentiel hydrique au niveau des extrémités des racines au contact avec le sol.
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Figure 3 - Schéma d'un pin et de son système racinaire 

Q3. Par circulation du champ − \

grad  le long d'une racine, établir l’expression de la résistance

hydraulique rR  d'une racine en fonction de rJ , rs  et de rl . En déduire la résistance
hydraulique NR  du système racinaire.

Q4. Avec NR  la résistance hydraulique du système racinaire, tR  celle du tronc, fR  celle du 
système foliaire et aR  celle à l'interface entre le système foliaire et l'atmosphère, donner en 
justifiant, le schéma électrique équivalent au système racines-tronc-feuilles-atmosphère. 

La résistance hydraulique moyenne d'un pin adulte (des extrémités des racines au contact avec le 
sol jusqu'aux aiguilles à son sommet) est = ⋅ 91,0 10 S.I.pR

Q5. À partir de pR  et des valeurs du potentiel hydrique de la figure 2, donner la valeur 

numérique de aR . 

Q6. En déduire la masse évapo-transpirée par un pin adulte pendant un jour d'été (avec les 
valeurs numériques de la figure 2 et une durée d’exposition solaire journalière de 12 h). 

Q7. On peut lire sur un document du C.N.P.F. (Centre National de la Protection Forestière) 
"qu'un hectare de pins maritimes adultes aspire 15 à 25 tonnes d'eau par jour, cette eau 
étant évapo-transpirée par la partie aérienne de l'arbre".  
Sachant qu’il y a typiquement 300 pins adultes par hectare, les valeurs du C.N.P.F. sont-
elles en accord avec le résultat trouvé en Q6 ? On rappelle que 1 hectare = 4 210 m . 

Partie II - Gemmage en forêt landaise et distillation de la résine de pin 

Le gemmage est un procédé ancestral qui consiste à produire une entaille dans l'écorce du pin 
pour en retirer la résine. Le procédé, généralisé à toute la forêt landaise jusqu'au début du XXe 
siècle, va devenir une activité industrielle phare de la région jusque dans les années 1950. Après 
une période de déclin, puis sa disparition dans les années 1990, des projets de relance sont 
aujourd'hui en cours. 

À l'aide du hapchot (petite hache), le résinier effectue les piques qui forment la " carre " le long de 
laquelle la résine va s'écouler jusqu'à un pot en terre cuite coincé entre une lamelle de zinc et un 
clou en contrebas (photos 2a et 2b). 

sol système 
racinaire 
modélisé 

partie aérienne 
de l'arbre 

rl

O 

demi-sphère dans le sol  
de potentiel hydrique \ = \S

nœud de potentiel hydrique \ = \O
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Problème III - Des araignées volantes
Ce sujet est extrait du concours CCMP MP 2022.

Données : ε0 = 8.85× 10−12 F/m.
Gradient en coordonnées cylindriques :

#      »grad f = ∂f

∂r
#»e r + 1

r

∂f

∂θ
#»e θ + ∂f

∂z
#»e z .

Certaines araignées volantes dont la taille est comprise entre 2 et 7 mm parviennent, en tirant profit
des forces électrostatiques, à décoller et à s’envoler. Elles arrivent ainsi à parcourir, au gré des vents, des
distances considérables (plusieurs centaines de kilomètres) comme l’a observé pour la première fois, Charles
Darwin, lors de son grand voyage à bord du Beagle de 1831 à 1836. Dans cette partie du problème, nous
nous intéressons à la physique permettant d’expliquer un tel phénomène.

III.1. En utilisant une schématisation sphérique rudimentaire pour modéliser ces araignées, estimer
un ordre de grandeur mg pour leur masse.

Par temps clair, le champ électrique, en tout point de la surface de la Terre est radial uniforme, dirigé
vers le centre de la Terre et sa valeur moyenne vaut E0 = 120 V/m. En première approximation on assimile
localement l’atmosphère terrestre à un condensateur plan dont les deux armatures sont le sol terrestre et
la couche de l’ionosphère située à l’altitude z0 = 60 km de celui-ci.

III.2. Évaluer la valeur de la densité surfacique moyenne de charge au niveau du sol, notée σ. Des
mesures ont permis de montrer qu’il existe une différence de 360 kV entre l’ionosphère et le sol. Que pouvez
vous conclure quant à la validité du modèle électrique atmosphérique proposé ?

Les araignées volantes positionnent leurs corps de manière à prendre le vent, en éjectant vers le ciel
des fils de soie, qui grâce aux courants d’air et au champ électrique leur permettent de s’élever. Darwin
nota que ces araignées décollent en présence au niveau du sol de légers courants d’air ascendants ayant des
vitesses U de l’ordre de 0.1 m /s et que le nombre de fils fabriqués par celles-ci peut atteindre quelques
dizaines.

On peut montrer que les forces hydrodynamiques sont insuffisantes pour permettre à elles seules de
faire s’élever les araignées.

Darwin remarqua que les différents fils tissés par une même araignée s’écartent en éventail du fait d’une
répulsion électrostatique. Pour corroborer cette hypothèse, on modélise chaque fil de soie comme un fil
rigide isolant, de longueur L que l’on supposera inextensible dans un premier temps, possédant en son
extrémité libre, une charge q. Ces charges placées dans le champ électrique terrestre interagissent entre
elles. On suppose qu’il y a 2n fils et que les charges correspondantes se répartissent régulièrement sur le
cercle formant la base d’un cône d’angle α en son sommet S (lequel correspond à l’extrémité commune des
soies) avec la verticale (Fig. 3).

III.3. Montrer que le potentiel électrique créé sur une charge par les 2n− 1 autres charges s’exprime
comme :

V = q

pπε0L sinαG(n) avec G(n)− 1 =
n−1∑
k=1

1
cos

(
πk
2n

) + 1
sin
(
πk
2n

) =
n−1∑
k=1

2
sin
(
πk
2n

) .
On précisera la valeur de l’entier p. On pourra éventuellement considérer les points diamétralement opposés
Ak et Ak+n avec 1 ≤ k ≤ n. En déduire l’énergie d’interaction électrostatique du système total constitué
des 2n charges en l’absence de champ électrique extérieur. S’il n’est soumis qu’à ce potentiel, quelle est
alors la forme de l’éventail à l’équilibre ?

On étudie le mouvement de cet éventail autour de sa position d’équilibre en supposant qu’à l’instant
t tous les fils forment le même angle α(t) avec la verticale. On simplifie le système en considérant, d’une
part, que la masse m de chaque fil est ponctuelle, située en leur milieu et, d’autre part, on néglige l’énergie
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Physique II, année 2022 — filière MP

Par temps clair, le champ électrique, en tout point de la surface de la Terre est radial uniforme,
dirigé vers le centre de la Terre et sa valeur moyenne vaut E0 = 120 V · m�1. En première
approximation on assimile localement l’atmosphère terrestre à un condensateur plan dont les
deux armatures sont le sol terrestre et la couche de l’ionosphère située à l’altitude z0 = 60 km
de celui-ci.

o – 2. Évaluer la valeur de la densité surfacique moyenne de charge au niveau du sol, notée �.
Des mesures ont permis de montrer qu’il existe une différence de 360 kV entre l’ionosphère
et le sol. Que pouvez vous conclure quant à la validité du modèle électrique atmosphérique
proposé ?

Les araignées volantes positionnent leurs corps de manière à prendre le vent, en éjectant vers
le ciel des fils de soie, qui grâce aux courants d’air et au champ électrique leur permettent de
s’élever. Darwin nota que ces araignées décollent en présence au niveau du sol de légers courants
d’air ascendants ayant des vitesses U de l’ordre de 0,1 m · s�1 et que le nombre de fils fabriqués
par celles-ci peut atteindre quelques dizaines.

On peut montrer que les forces hydrodynamiques sont insuffisantes pour permettre à elles seules
de faire s’élever les araignées.

Darwin remarqua que les différents fils tissés par une même araignée s’écartent en éventail du
fait d’une répulsion électrostatique. Pour corroborer cette hypothèse, on modélise chaque fil de
soie comme un fil rigide isolant, de longueur L que l’on supposera inextensible dans un premier
temps, possédant en son extrémité libre, une charge q. Ces charges placées dans le champ
électrique terrestre interagissent entre elles. On suppose qu’il y a 2n fils et que les charges
correspondantes se répartissent régulièrement sur le cercle formant la base d’un cône d’angle ↵
en son sommet S (lequel correspond à l’extrémité commune des soies) avec la verticale (Fig. 2).

Figure 2 – Représentation schématique d’une araignée prête à décoller.
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Fig. 3 – Représentation schématique d’une araignée prête à décoller.

potentielle de pesanteur et celle de déformation élastique devant l’électrostatique. On suppose finalement
que S est fixe.

III.4. Déterminer l’équation différentielle régissant ce mouvement. Discuter la stabilité de l’équilibre
et établir l’expression de la période T , du mouvement au voisinage de la position d’équilibre en fonction
de ε0, m, L, q et G(n).

III.5. Déterminer l’expression de l’énergie électrostatique du système lorsque celui-ci est maintenant
immergé dans le champ électrique terrestre #»

E0 existant au niveau du sol ainsi que l’équation permettant
de déterminer la valeur de l’angle α à l’équilibre. Expliquer qualitativement comment varie l’ouverture
d’équilibre de l’éventail en fonction respectivement de q, n, L et E0. On observe un angle α = 30° pour
un éventail constitué de 2n = 6 soies longues de 1 mètre. Que vaut alors la charge q ? On donne G(3) ≈
38/(3

√
3).

III.6. Calculer le module de la force électrique s’exercant sur l’araignée au niveau du sol pour une
charge dont le module est de l’ordre du nanocoulomb. Par temps clair et uniquement par la force électrique,
combien de fils sont-ils nécessaires pour soulever les plus petites araignées ? Commenter ce résultat.

En réalité, lorsqu’elles décollent, les araignées sont situées sur des zones où le champ électrique est bien
plus important que dans les conditions normales du fait d’un phénomène connu sous le nom d’effet de
pointe. On retrouve ces conditions au sommet des arbres ou du mât du Beagle comme dans l’expérience
de Darwin.

Pour appréhender un tel effet, on considère un conducteur plan infini dans lequel un endroit possède
la forme d’un coin obtus ou aigu (Fig. 4) dont le sommet O forme l’origine d’un repère de coordonnées
polaires. La région de l’espace pour laquelle 0 < θ < ϕ est l’air assimilé au vide ne contenant aucune charge
libre. Les conditions aux limites sont V (r, 0) = V (r, ϕ) = V0. On note V (M), le potentiel électrique en un
point M de l’espace.

III.7. Déterminer l’équation différentielle satisfaite par V (r, θ) dans cette région. On cherche une
solution aux variables polaires séparées : V (r, θ)X = f(r)g(θ). Écrire les équations vérifiées par f et g et
en déduire que V (r, θ) = Ṽ +∑+∞

n=1 anr
ωnsin(ωnθ). Dans cette relation, Ṽ et (an)n∈N∗ sont des constantes

que l’on ne cherchera pas à déterminer. On précisera par contre l’expression de ωn en fonction de ϕ et de
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o – 3. Montrer que le potentiel électrique créé sur une charge par les 2n � 1 autres charges
s’exprime comme :

V =
q

p⇡✏0L sin↵
G(n) avec G(n) � 1 =

n�1X

k=1

1

cos
�
⇡k
2n

� +
1

sin
�
⇡k
2n

� =
n�1X

k=1

2

sin
�
⇡k
2n

�

On précisera la valeur de l’entier p. On pourra éventuellement considérer les points dia-
métralement opposés Ak et Ak+n avec 1  k  n.
En déduire l’énergie d’interaction électrostatique du système total constitué des 2n charges
en l’absence de champ électrique extérieur.
S’il n’est soumis qu’à ce potentiel, quelle est alors la forme de l’éventail à l’équilibre ?

On étudie le mouvement de cet éventail autour de sa position d’équilibre en supposant qu’à
l’instant t tous les fils forment le même angle ↵(t) avec la verticale. On simplifie le système
en considérant, d’une part, que la masse m de chaque fil est ponctuelle, située en leur milieu
et, d’autre part, on néglige l’énergie potentielle de pesanteur et celle de déformation élastique
devant l’électrostatique. On suppose finalement que S est fixe.

o – 4. Déterminer l’équation différentielle régissant ce mouvement. Discuter la stabilité de l’équi-
libre et établir l’expression de la période T , du mouvement au voisinage de la position
d’équilibre en fonction de ✏0, m, L, q et G(n).

o – 5. Déterminer l’expression de l’énergie électrostatique du système lorsque celui-ci est main-
tenant immergé dans le champ électrique terrestre ~E0 existant au niveau du sol ainsi que
l’équation permettant de déterminer la valeur de l’angle ↵ à l’équilibre. Expliquer quali-
tativement comment varie l’ouverture d’équilibre de l’éventail en fonction respectivement
de q, n, L et E0. On observe un angle ↵ = 30� pour un éventail constitué de 2n = 6 soies
longues de 1 mètre. Que vaut alors la charge q ? On donne G(3) ' 38/(3

p
3).

o – 6. Calculer le module de la force électrique s’exercant sur l’araignée au niveau du sol pour
une charge dont le module est de l’ordre du nanocoulomb. Par temps clair et uniquement
par la force électrique, combien de fils sont-ils nécessaires pour soulever les plus petites
araignées ? Commenter ce résultat.

Figure 3 – Modèle de coin.

En réalité, lorsqu’elles décollent, les araignées sont situées sur
des zones où le champ électrique est bien plus important que
dans les conditions normales du fait d’un phénomène connu
sous le nom d’effet de pointe. On retrouve ces conditions au
sommet des arbres ou du mât du Beagle comme dans l’expé-
rience de Darwin.

Pour appréhender un tel effet, on considère un conducteur plan
infini dans lequel un endroit possède la forme d’un coin obtus
ou aigu (Fig. 3) dont le sommet O forme l’origine d’un repère
de coordonnées polaires. La région de l’espace pour laquelle
0 < ✓ < ' est l’air assimilé au vide ne contenant aucune charge
libre. Les conditions aux limites sont V (r,0) = V (r,') = V0.
On note V (M), le potentiel électrique en un point M de l’espace.

o – 7. Déterminer l’équation différentielle satisfaite par V (r,✓) dans cette région.
On cherche une solution aux variables polaires séparées : V (r,✓) = f(r)⇥ g(✓). Écrire les

équations vérifiées par f et g et en déduire que V (r,✓) = Ṽ +
1X

n=1

anr
!n sin(!n✓). Dans

cette relation, Ṽ et (an)n2N⇤ sont des constantes que l’on ne cherchera pas à déterminer.
On précisera par contre l’expression de !n en fonction de ' et de l’entier positif n.
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Fig. 4 – Modèle de coin.

l’entier positif n.

III.8. En ne considérant que le terme n = 1 qui s’avère prépondérant, déterminer l’expression du
champ électrique #»

E(M). En déduire une condition sur ϕ pour laquelle #»

E(M) peut devenir très important
si M → O.
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